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Pas gepromoveerden brengen hun werk onder 
de aandacht. Heeft u tips voor deze rubriek 
of bent u zelf pas gepromoveerd? Laat het 
weten aan onze redacteur.

Redacteur: Nicolaos Starreveld
FNWI, Universiteit van Amsterdam
Postbus 94214
1090 GE Amsterdam

verdediging@nieuwarchief.nl

| 
In

 d
ef

en
ce

Improving Reading and Comprehending Mathematical Expressions 
in Braille
Annemiek van Leendert

In november 2021 heeft Annemiek van Leendert haar proefschrift 
verdedigd en de graad van doctor ontvangen. De titel van haar 
proefschrift luidt Improving Reading and Comprehending Mathe-

matical Expressions in Braille. Haar promotoren en copromotoren 
waren prof. dr. P. H. M. Drijvers en dr. L. M. Doorman (Freuden 
thal Instituut), en prof. dr. J. van der Steen en dr. ir. J. J. M. Pel 
(Erasmus MC, afdeling neurowetenschappen). Annemiek is (al 
meer dan der-tig jaar) werkzaam bij Koninklijke Visio, een 
organisatie die zich in-zet voor zorg en onderwijs aan mensen met 
een visuele beperking. Ze heeft van het NWO een beurs gekregen 
om promotieonderzoek te doen.

In haar promotieonderzoek heeft Annemiek onderzocht hoe 
braillelezers vaardiger kunnen worden in het lezen en begrijpen van 
wiskundige expressies. Ze heeft dit vraagstuk vanuit verschillende 
invalshoeken benaderd. Ten eerste, Annemiek heeft onderzocht op 
welke manier braillelezers wiskundige expressies in braille lezen 
en begrijpen, en ook hoe ze hun tactiele leesstrategieën kunnen 
verbeteren. Hiernaast heeft ze ook gekeken naar de professionele 
ontwikkeling van wiskundedocenten die lesgeven aan braille-
lezers. In deze cursus speelden tactiele en auditieve waarneming 
een belangrijke rol. Als laatste, heeft Annemiek onderzocht welke 
wiskundige braillenotaties in andere landen (drie niet-Europese en 
dertien Europese landen) worden gebruikt, en hoe specifieke ken-
merken van deze notaties braille lezers kunnen helpen bij het lezen 
en begrijpen van wiskunde. 

Wiskunde in Braille

Lezen in braille

Braille is een systeem van voelbare puntjes waarmee je kunt lezen 
en schrijven. Een braillecel bestaat uit zes ( ) of acht puntjes ( ). 
We spreken daarom van 6-punts of 8-punts braille. Een puntje kan 
wel of niet voelbaar zijn. De braillekarakters verschillen van elkaar 
in de locatie van de voelbare puntjes. In 6-punts en 8-punts braille 
is het dus mogelijk om hooguit 6 =2 64 en 28 = 256 braillekarak-
ters te maken. De braillelezer leest door de vingertoppen over de 
braillekarakters te verplaatsen, van links naar rechts. Met behulp 
van de braillekarakters kunnen woorden, wiskundige expressies en 
vergelijkingen weergegeven worden.

 Bij het lezen bewegen de vingertoppen van links naar rechts 
over de braillekarakters, elk karakter moet afzonderlijk gele-
zen worden. Dit wordt tactiel lezen genoemd. We kunnen twee 
brailleleestechnieken onderscheiden: de conjointe en de disjointe 
brailleleestechniek. Bij conjoint-lezen bewegen de wijsvingers één 

Faculteit Bètawetenschappen FI



 In de verdediging NAW 5/23 nr. 2 juni 2022 121

of twee braillecellen van elkaar. Bij disjoint-lezen verkennen de 
twee wijsvingers verschillende delen van de regel. Het disjoint- 
lezen biedt meer flexibiliteit aan braillelezers omdat deze techniek 
braillelezers in staat stelt braillekarakters die relatief ver uit elkaar 
staan met elkaar te combineren of te vergelijken. Dit kan handig 
zijn bij het lezen van wiskundige expressies, wanneer een braille-
lezer bijvoorbeeld wil weten waar het haakje sluiten staat; of om 
wat voor type expressie het gaat.

De letters van het alfabet worden in 6-punts en in 8-punts 
braille op dezelfde manier weergegeven. De letters a, b, en c, bij-
voorbeeld, worden weergegeven als (a), (b) en  (c). In 6-punts 
braille wordt voor het weergeven van cijfers meestal een cijferte-
ken ( ) gebruikt. De cijfers 1, 2 en 3 worden dan weergegeven 
als  (1), (2) en  (3). In 8-punts braille is dat niet nodig 
omdat er meer combinaties mogelijk zijn. Het cijfer 3 kan dan bij-
voorbeeld weergegeven worden als of als . 

Woorden en wiskundige expressies worden gevormd door de 
braillekarakters achter elkaar te plaatsen. De afmetingen van de 
braillecellen (  of ) vormen een beperking omdat slechts een 
beperkt aantal combinaties van voelbare puntjes mogelijk is. 
Bovendien staan alle braillecellen op een rechte lijn. Het is niet 
mogelijk om een braillekarakter iets hoger of lager te plaatsen 
(zoals bijvoorbeeld in 2x ). Braille is dus een lineaire notatie. In 
de wiskunde worden vaak ingewikkelde symbolen gebruikt, zoals 
een : voor een vierkantswortel, 3 voor oneindig, en d voor de 
gradiënt. In braille moeten dergelijke symbolen in puntjes worden 
weergegeven. Dat is lastig omdat het aantal puntjes in een braille-
cel beperkt is. 

Wiskunde voelen

In de 6-punts Nederlands wiskundige braillenotatie lijken wiskun-
dige expressies op TeX-code. Een expressie wordt geschreven in 
lineaire tex-vorm en vervolgens omgezet in braille. Zie Tabel 1. 
We merken gelijk op dat er een essentieel verschil bestaat tussen 
de wiskundige notatie in zwartdruk en in braille. Zwartdruk lezers 
kunnen de vorm en de posities van de symbolen gebruiken om de 
betekenis van de expressie sneller en beter te begrijpen. In een 
breuk bijvoorbeeld worden de teller en de noemer onder elkaar 
gezet en onderscheden door een streep. Dit is niet mogelijk in 
braille, want braille is een linear output modality, en alle braille-
cellen zijn even groot. 

Braillelezers moeten elk braillekarakter afzonderlijk en na elkaar 
lezen en zo een overzicht van de wiskundige expressie opbou-
wen. Dit vraagt veel van het werkgeheugen van de braillelezer. Een 

goedziende lezer kan vrij gemakkelijk gebruikmaken van de spe-
cifieke vorm van symbolen en van de lay-out van een expressie. 
Dat is veel lastiger voor een braillelezer omdat hij / zij sequentieel 
waarneemt en de braillekarakters erg op elkaar lijken. Over de hele 
wereld worden verschillende wiskundige braillenotaties gebruikt. 
In sommige notaties wordt het verkrijgen van overzicht over een 
expressie vergemakkelijkt door de structuur van een (deel)expres-
sie, bijvoorbeeld van een breuk, aan te kondigen. Er staat dan 
zoiets als ‘bb x^#2/sqrt(#2) eb’ (bb staat voor begin en eb voor 
einde breuk). Dit wordt in de Nederlandse wiskundige braillenota-
ties niet gebruikt.

Annemiek heeft naar een andere manier gezocht om braillele-
zers te helpen bij het opbouwen van een overzicht. Ze heeft onder-
zoek gedaan naar tactiele leesstrategieën die braillelezers helpen 
om de wiskundige structuur van expressies en vergelijkingen beter 
te begrijpen en te gebruiken. 

Wiskunde toegankelijk maken

Werkgeheugen ontlasten

Neem als voorbeeld vergelijking (3) in Tabel 1. Als de braillelezer 
zich een beeld wil vormen van de vergelijking zal hij / zij eerst elk 
braillekarakter afzonderlijk moeten lezen. De braillelezer begint bij 
het meest linkse braillekarakter en beweegt zo naar rechts over 
de braillekarakters. Pas na het lezen van het eerste open haakje 
achter het ‘=’-teken, weet de braillelezer dat het om een verge-
lijking gaat. Het is de vraag of de braillelezer na het lezen van 
de hele vergelijking, weet dat het om een vergelijking van twee 
gelijknamige breuken gaat. Dit is wel wat een goedziende leerling 
in één oogopslag ziet, en wat de leerling helpt om een begin van 
een oplossing te maken. Annemiek heeft daarom een interventie 
ontwikkeld die braillelezers leert om tactiele leesstrategieën met 
aandacht voor de wiskundige structuur van expressies en vergelij-
kingen te gebruiken. 

Annemieks interventie is gebaseerd op een aantal aannames 
over hoe braillelezers wiskundige expressies en vergelijkingen kun-
nen begrijpen. In Annemieks onderzoek staat het volgende didac-
tisch concept centraal: 

1. De eerste stap om de structuur van een expressie of een verge-
lijking te kunnen begrijpen is het, zo accuraat mogelijk, decode-
ren van elke element van de expressie of vergelijking. 

2. De tweede stap is om naar relaties te zoeken tussen verschillen-
de delen van de expressie, of vergelijking.

3. Als laatste volgt de exacte berekening van de expressie, of de 

wiskundenotatie lineaire braillenotatie

24 15 39+ =  (1)
in braille:

in zwartdruk: # 2 4  +  # 1 5  =  # 3 9

x
2

2
 (2)

in braille:

in zwartdruk: x ^ # 2 / s q r t ( # 2 )

( ) ( )x x
3
2

3
3 22+

=
+

 (3)
in braille:

in zwartdruk: ( ( x  +  # 2 ) ^ # 2 ) / s q r t ( # 3 )  =  ( # 3 ( x  +  # 2 ) ) / s q r t ( # 3 )

Noot: # staat voor cijferteken ( )

Tabel 1
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Annemiek opent haar proefschrift met een quote van Ignacio 
Estrada: “If a child can’t learn the way we teach, maybe we should 
teach the way they learn.” Dit proefschrift richt zich vooral op 
braillelezers in de leeftijd van 12 tot 18 jaar. Ongeveer 50% van 
deze leerlingen — dat zijn ongeveer veertig leerlingen — zit op een 
reguliere school. De wiskundeboeken worden omgezet in braille en 
de bijbehorende tekeningen worden voelbaar gemaakt.

Annemieks onderzoek laat zien dat het belangrijk is dat we ons, 
als samenleving, inzetten voor inclusief onderwijs. Dat is onderwijs 
waarbij kennis toegankelijk is voor alle leerlingen. Het feit dat 
iemand een visuele beperking heeft, betekent niet dat hij / zij geen 
aanleg zou kunnen hebben voor wiskunde. Uit haar onderzoek 
blijkt ook dat het niet eenvoudig is om braillelezers wiskunde 
te geven. De wiskundedocenten moeten daarom volop de gele-
genheid krijgen om zich te verdiepen in deze materie. Ze moe-
ten de mogelijkheid krijgen om didactische vaardigheden — die 
nodig zijn voor het leren en onderwijzen van braillelezers — te 
ontwikkelen. En natuurlijk kunnen nieuwe en betere hulpmid-
delen ook helpen bij het verbeteren van het wiskundeonderwijs 
aan braillelezers.

Het persoonlijke aspect

Twee vragen aan de promovenda: Annemiek, wat herinner je je uit 

de afgelopen vier jaar? 

“Ik begin mijn proefschrift met de hiervoor genoemde quote van 
Ignacio Estrada. Dat is wel de kern van waar het, volgens mij, in 
het onderwijs om gaat. Tijdens mijn onderzoek realiseerde ik me 
vaak hoe ingewikkeld het is om wiskunde te geven aan braille-
lezers. Er is wat dat betreft nog veel werk aan de winkel. Het kan 
niet zo zijn dat braillelezers slecht presteren omdat wij (nog) niet 
weten hoe we ze goed kunnen helpen bij wiskunde.” 

Wat zijn je plannen voor de toekomst? 

“Ik wil in de toekomst braillelezers (en hun docenten) blijven hel-
pen bij wiskunde. Daarnaast hoop ik ook dat ik onderzoek kan 
blijven doen. Ik heb al concrete plannen voor een onderzoek over 
wiskundige vergelijkingen en (tactiele en hoorbare) grafieken. Hoe 
kun je braillelezers helpen bij het begrijpen en oplossen van wis-
kundige vergelijkingen? Verder wil ik me meer inzetten voor het 
wiskundeonderwijs in ontwikkelingslanden. Dat betreft het wis-
kundeonderwijs voor alle leerlingen.’’

“Ik heb dit onderzoek met heel veel plezier gedaan. De weg 
er-naartoe was spannend en uitdagend. Het was een 
fantastische ervaring.”

oplossing van de vergelijking.
In de interventie wordt dit op de volgende manier uitgewerkt:

1. Voor de eerste stap ligt een conjointe-leesstijl het meest voor
de hand omdat deze leesstijl het meest geschikt is voor precies
lezen. Tijdens deze exercitie, wordt er ook van de braillelezers
verwacht dat ze proberen een globaal beeld van de expressie
of de vergelijking op te bouwen.

2. Voor de tweede stap lijkt een disjointe-leesstijl het meest ge-
schikt, omdat dit de braillelezer in staat stelt om fysiek ver-
schillende delen van de expressie of vergelijking aan elkaar te
koppelen en met elkaar te vergelijken.

3. Voor de laatste stap, dat was de exacte berekening of oplos-
sing, kunnen verschillende leesstijlen worden gebruikt, afhan-
kelijk van het type expressie of vergelijking de ervaring en ken-
nis van de braillelezer.

Figuur 1 laat de vingerbewegingen (zwarte en grijze lijnen) zien 
tijdens het lezen van de expressie ‘24 15+ =’. In Figuur 1(a) wordt 
het hele proces weergegeven. Hier is te zien dat de braillelezer 
eerst de hele expressie leest met zijn linker en rechter wijsvingers. 
Vervolgens wordt de som uitgerekend door eerst de tientallen en 
dan de eenheden bij elkaar op te tellen (20 10 30+ =  en 4 5 9+ = ). 
De disjointe leesstijl (zie Figuur 1(c)) ondersteunt dit proces. Uit-
eindelijk worden weer beide vingers gebruikt om de hele expressie 
nog een keer na te lopen.

In vijf stappen

De interventie bestond uit vijf individuele lessen van 45 minuten. 
Lisan Boonstra heeft voor haar masterscriptie meegewerkt aan de 
ontwikkeling en uitvoering van deze interventie. In de eerste les lag 
de focus vooral op het decoderen van de braillekarakters en op de 
structuur van wiskundige expressies. De braillelezers leerden hoe 
ze de wiskundige structuur op de tast kunnen onderzoeken. Denk 
bijvoorbeeld aan het vasthouden van haakje openen of sluiten. 

In de tweede en derde les leerden de braillelezers vinger-
bewegingen te gebruiken die het begrijpen van wiskundige ex-
pressies en vergelijkingen ondersteunen. Een belangrijke strategie 
is bijvoorbeeld om de linker en rechter kant van een vergelijking 
‘gelijktijdig’ te lezen met behulp van disjoint-lezen. Dat maakt het 
mogelijk om de expressies aan de linker en rechterkant van het 
‘=’-teken met elkaar te vergelijken. In de laatste twee lessen oefen-
den de leerlingen met uitdagende expressies en vergelijkingen om 
de eerder genoemde technieken goed onder de knie te krijgen. 

Didactische verantwoordelijkheid

Figuur 1 Schematische weergave van de vingerbewegingen bij het lezen van de uitdrukking 24 15+ = in braille. De lichtgrijze en donkergrijze lijn geven respectievelijk de beweging van 
de linker en rechter wijsvinger weer. (a) laat het hele leesproces zien. (b), (c) en (d) geven de opeenvolgende fases van dit proces weer.

(a) (b) conjoint-lezen (c) disjoint-lezen (d) conjoint-lezen


